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Ein Versuch, fraktale Geometrie zu erklaren

Einfilhrung zum Artikel von Norbert A'Campo: «Fraktale Komplexitdt und Hausarztmedizin»

(publiziert auf der Website von PrimaryCare)'

Der franzésische Mathematiker Benoit Mandelbrot (geboren 1924
in Polen) hat den Begriff in den 1970-er Jahren erfunden [1], aber
die grosse Faszination fir dieses Gebiet kam erst vor gut zehn Jah-
ren auf mit der Entwicklung von sehr grossen Computern, die
muhelos und schnell die komplexen Operationen, durch die diese
bekannten psychedelischen Gebilde entstehen, ausfiihren konnten

(Abb. 1).

Abbildung 1
Fraktale Kunst — ein Blick in Mandelbrots Welt (Bild aus [2]).

Was ist fraktale Geometrie?

Die fraktale Geometrie ist ein Teilgebiet der Geometrie, das ver-
sucht, natirliche oder kiinstliche Gebilde, die eine sehr komplexe
Struktur haben, anhand mathematischer Gesetze zu beschreiben.
Nehmen wir ein Beispiel: der Blumenkohl, und am besten die Sorte
Romanesco (Abb. 2). Wenn man ein Stiick davon abbricht, be-

Abbildung 2
Romanesco: ein natirliches Fraktal (Foto von Richard Bartz aus [3]).

kommt man einen kleineren ahnlichen Romanesco. Und davon
nochmal ein Stickchen ergibt einen Blumenkohl in Miniatur. Der
Blumenkohl hat eine innere Ahnlichkeit, d.h. eine geometrische
Eigenschaft (auch genannt Homothetie), nach der ein Teil des
Objektes dem Ganzen &hnlich ist.

Diese Eigenschaft lasst sich verschiedentlich in der Natur beob-
achten: in den Schneeflocken, dem Farn, den Lungenblaschen oder
der Linie einer Felsenkiste, sozusagen tberall, wo eine Struktur sich
wiederholt (auch eventuell deformiert), egal unter welchen Mass-
stab man sie beobachtet.

Eine neue Dimension

Ein zweiter wichtiger Aspekt, um die Fraktale zu verstehen, ist die
Dimension. In der klassischen Geometrie ist eine Gerade eindi-
mensional, eine Flache zweidimensional, ein Volumen dreidimen-
sional. Mathematiker oder Physiker kdnnen sich weitere Dimensio-
nen ausdenken, zum Beispiel in der Relativitatstheorie wird die Zeit
als eine vierte Dimension betrachtet. Mandelbrot entdeckte, dass
diese Dimensionen nicht gentigten, um das Wesen der Fraktale zu
erfassen. Er definierte die Dimension eines Fraktals durch einen
Bruch (auf franzésisch: fraction, deswegen der Namen «fractal»),
der dem Selbstéhnlichkeitsfaktor der Gebilde entspricht, oder an-
ders gesagt, das Verhaltnis zwischen dem Ganzen und dem Teil wi-
derspiegelt.

Anhand dieser Begriffe (Homothetie, Dimension) begann man Ite-
rationsmuster (Wiederholung von Transformationen) zu erfinden
oder weiter zu entwickeln. Ein Beispiel dafir ist die so genannte
Koch-Schneeflocke (nach dem Mathematiker H. von Koch, der
diese schon 1904 entwarf). Jede Seite eines einfachen Dreiecks wird
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Abbildung 3
Die Entstehung der Koch-Schneeflocke (aus [4]).

gedrittelt und mit einem kleineren Dreieck erganzt. Nach wenigen
Schritten entsteht schon eine komplexe Gestalt, die an eine
Schneeflocke erinnert (Abb. 3). Eine mathematische Formel ergibt
ihre Dimension: 1,2618, eben eine gebrochene Zahl [5]. Eine Be-
sonderheit dieser Figur ist, dass die Summe der Langen der vielen
kleinen Seiten potentiell unendlich wird, obwohl die Flache be-
grenzt ist (zum Beispiel von einem Umkreis).

Als man begann, Computer mit solchen lIterationsprozessen zu
speisen und ad libitum laufen zu lassen, kam die grosse Uberra-
schung. Es entstanden véllig neue graphische Gestalten, die einen
knollig, die anderen mit wunderschdnen verschlungenen Mustern
wie Spiralen (Abb. 1). Was Mandelbrot zuerst fir einen Fehler sei-
nes alten Bildschirms hielt, erwies sich aber nach Wiederholungen,
Annaherungen und Vergrésserungen als eine vollig neue Welt, zwi-
schen Chaos und Ordnung.

Und in der Medizin?

Die Fraktale blieben nicht eine Theorie. In der Biologie braucht man
heute fraktale Modelle, um die Verzweigung der Blutgefésse zu be-
schreiben, von der Aorta bis zu den Kapillargeféssen. Die grossen
Arterien teilen sich in mittlere Arterien, dann in Arteriolen, immer
mit einer dhnlichen Struktur. Das Volumen der Blutgefasse ist be-
grenzt, aber ihre Flache sehr gross. Ebenso ist es in der Geometrie
der Lungen mit den Bronchien und ihren vielen Verzweigungen. So
betrachtet haben die Lungen eine Flache, die grosser als ein Ten-
nisplatz ist — was effizient mit Fraktalen dargestellt werden kann.
Besonders im Falle der Leber ist es gelungen, dieses Netzwerk ab-
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zubilden und mit Hilfe von Computermodellen fir die Chirurgie
nutzbar zur Verfigung zu stellen.

Dies ist bloss eine sehr vereinfachte Darstellung dieses faszinieren-
den Gebiets. Wer aber theoretische Ausfiihrungen zu Fraktalen
kennenlernen mochte und mathematische Formeln nicht scheut,
wird mit Interesse den Artikel «Fraktale Komplexitat und Hausarzt-
medizin» von Norbert ACampo lesen in der Online-Version von Pri-
maryCare, wo der Autor in seiner Schlussfolgerung einen Bezug er-
wahnt zwischen Fraktalen in Grenzgebieten und Kérperorganen
(z.B. ist unsere Haut eine solche Grenze) und auch auf die Uberra-
schungen verweist, die Zusammensetzungen von Transformatio-
nen verbergen kdnnen (zwei Behandlungen einzeln versus zwei Be-
handlungen kombiniert).
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